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Àííîòàöèÿ
Èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëàïëàñèàíà äëÿ âåùåñòâåííûõ óíêöèé
íà êîìïàêòíîé îäíîñâÿçíîé ïðîñòîé ãðóïïå Ëè ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé.
Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü êðèâèçíû è÷÷è ýòîé ìåòðèêè ñ óêàçàííûì ñïåêòðîì. Ïîñðåä-
ñòâîì ýòîãî àëãîðèòìà è èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè áèíàðíûõ
êâàäðàòè÷íûõ îðì ñ öåëûìè êîýèöèåíòàìè äàþòñÿ ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà äëÿ
âñåõ êîìïàêòíûõ îäíîñâÿçíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ðàíãà äâà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Ëàïëàñà, ñïåêòð, ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû, îðìà Êèë-
ëèíãà, êðèâèçíà è÷÷è.
Ââåäåíèå
Â ðàáîòå [1℄ èçó÷àåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ
óíêöèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ íîðìàëüíûõ ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî èçó÷åíèå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
îäíîñâÿçíûõ ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè G ñ áèèíâàðèàíòíîé (òî åñòü èíâàðè-
àíòíîé îòíîñèòåëüíî ëåâûõ è ïðàâûõ ñäâèãîâ) ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν .
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî (îðòî-
ãîíàëüíîãî) ìàòðè÷íîãî âåùåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ r ãðóïïû Ëè G ÿâëÿþòñÿ
(âîîáùå ãîâîðÿ, ëèíåéíî çàâèñèìûìè) ñîáñòâåííûìè óíêöèÿìè ëàïëàñèàíà, îò-
âå÷àþùèìè îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λr ≤ 0. Íåêîòîðûå èç ýòèõ
óíêöèé îáðàçóþò áàçèñ F âñåõ ñîáñòâåííûõ âåùåñòâåííûõ óíêöèé ëàïëàñèàíà
â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ f ëàïëàñèàíà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óíêöèé
èç F ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýèöèåíòàìè.
Ñîáñòâåííîå ÷èñëî λr âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàçìåðíîñòü dr ïðåäñòàâëåíèÿ r, ðàç-
ìåðíîñòü m ãðóïïû Ëè G , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ν(e) íà àëãåáðå Ëè g ãðóï-
ïû Ëè G è àññîöèèðîâàííóþ ñ âåùåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ρ = dr(e) àëãåáðû
Ëè g áèëèíåéíóþ ñèììåòðè÷íóþ îðìó kρ. Îïèñàíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ âåùå-
ñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ρ àëãåáðû Ëè g ïîñðåäñòâîì íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ
ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè k âåùåñòâåííîé ïðîñòîé àëãåáðû Ëè g ïî-
ëó÷åíî â êíèãå À.Ë. Îíèùèêà [2℄ è èçëàãàåòñÿ â ñòàòüå [1℄. Êàæäîå íåïðèâîäèìîå
êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè k îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñòàðøèì âåñîì Λ.
Åãî ðàçìåðíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç Λ ïî èçâåñòíîé îðìóëå . Âåéëÿ; ïðèìåíåíèå
íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ èç êíèãè [3℄ ïîçâîëÿåò òàêæå âû÷èñëèòü λr ÷åðåç ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñòàðøèé âåñ Λ è ν(e) . Ýòè îðìóëû äàþò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà
ëàïëàñèàíà äëÿ âåùåñòâåííûõ óíêöèé íà (G, ν). Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðè-
ìåíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà â [1℄ âû÷èñëÿåòñÿ ñïåêòð ëàïëàñèàíà äëÿ âåùåñòâåííûõ
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óíêöèé íà ãðóïïå Ëè (SU(2), ν), èçîìåòðè÷íîé åäèíè÷íîé åâêëèäîâîé òðåõìåð-
íîé ñåðå S3 .
Ìíîãèå èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [1℄ áûëè èçâåñòíû ðàíåå. Íî ñòàòüÿ [1℄ îïèðàåòñÿ
ëèøü íà ïðîñòåéøèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï è àëãåáð Ëè, óïîìÿ-
íóòóþ îðìóëó . Âåéëÿ äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè, íåìíîãèå
ÿâíî îðìóëèðóåìûå ðåçóëüòàòû èç êíèã [26℄. Èç êíèãè Ê. Èîñèäû [4℄ íóæíû
ëèøü äâå òåîðåìû î ñïåêòðå ñàìîñîïðÿæåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî íåîãðàíè÷åííîãî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ðåçóëüòàò
èç [5℄, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ñåðè÷åñêèå óíêöèè íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè G ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè óíêöèÿìè ëàïëàñèàíà è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ èñ÷åðïûâàþò âñå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà, è ðåçóëüòàò
èç [6℄, óòâåðæäàþùèé, ÷òî âñÿêàÿ ñåðè÷åñêàÿ óíêöèÿ åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ
õàðàêòåðà íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè G
íà åãî âåñ. Ïîýòîìó ñòàòüÿ [1℄ ïîçâîëÿåò ÷èòàòåëþ ëåãêî è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ
èñòî÷íèêîâ îçíàêîìèòüñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìûì êðóãîì âîïðîñîâ.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî èçëîæåíèå èç ñòàòüè [1℄ ìîæíî óïðîñòèòü è
÷òî íà ñàìîì äåëå óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû èç êíèã [2, 5, 6℄ íå íóæíû. Òî÷íåå
ãîâîðÿ, êíèãà [2℄ íóæíà, ÷òîáû äîêàçàòü ñëåäñòâèå 1.3 äàííîé ñòàòüè, à óæå ýòî
ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò îáîéòèñü áåç êíèãè [2℄. Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåä-
ëàãàåòñÿ áîëåå ïðîñòîé, ÷åì â ñòàòüå [1℄, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëàïëàñèà-
íà äëÿ âåùåñòâåííûõ óíêöèé íà ïðîñòîé îäíîñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè G
ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü êðèâèçíû è÷÷è
(ýéíøòåéíîâà ìíîãîîáðàçèÿ) (G, ν) ñ ýòèì ñïåêòðîì. Ïîñðåäñòâîì ïðåäëîæåííîãî
àëãîðèòìà ïðîèçâîäÿòñÿ ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ
ãðóïï ðàíãà äâà è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ïîëó÷åííûõ îðìóë ñ òåîðèåé ÷èñåë è
öåëî÷èñëåííûìè áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè îðìàìè.
1. Ïëàí ïîèñêà ñïåêòðà ëàïëàñèàíà
êîìïàêòíîé îäíîñâÿçíîé ïðîñòîé ãðóïïû Ëè
àññìîòðèì êîìïàêòíóþ îäíîñâÿçíóþ (ñâÿçíóþ) ïðîñòóþ ãðóïïó Ëè G ñ áè-
èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν . Ìíîæåñòâî Spec (G, ν) âñåõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà Áåëüòðàìè ∆ íà ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ óíêöèÿõ,
îïðåäåëåííûõ íà (G, ν), ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî åñòü ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì
îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Íåêîòîðûå îáùèå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû îá îïåðàòîðå Ëàïëà-
ñà Áåëüòðàìè, åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è ñîáñòâåííûõ óíêöèÿõ íà ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ êëàññà C∞ ïðèâåäåíû â [1℄. Äàëåå lg (ñîîòâåòñòâåííî, rg ) îáîçíà-
÷àåò îòîáðàæåíèå lg : h ∈ G→ gh ∈ G (ñîîòâåòñòâåííî, rg : h ∈ G→ hg ∈ G); dg 
(èíâàðèàíòíóþ) âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó Õààðà íà G , ïðîïîðöèîíàëüíóþ ìåðå îáúåìà
µν , îïðåäåëÿåìîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν.
Ïðè îïèñàíèè ïëàíà ïîèñêà ñïåêòðà ëàïëàñèàíà äëÿ ãðóïïû Ëè G áóäåì îïè-
ðàòüñÿ íà ïðèâîäèìûå íèæå òåîðåìû èç [1℄.
Òåîðåìà 1.1 [1, òåîðåìà 4.4℄. Ïóñòü G  êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè
ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν, r  íåêîòîðîå íåïðèâîäèìîå âåùå-
ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ðàçìåðíîñòè dr. Ïîíèìàÿ r êàê íåêîòîðûé
ãîìîìîðèçì r : G → SO(dr) ãðóïï Ëè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå óíêöèè
rij : G → r(g)ij , i, j = 1, . . . , dr, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè óíêöèÿìè îïåðàòî-
ðà Ëàïëàñà ∆ íà (G, ν) ñ îäíèì è òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λr. Ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà Mr ýòèõ óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåêîòîðîãî ÷èñëà kr ,
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1 ≤ kr ≤ dr, íåïðèâîäèìûõ ïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâëåíèÿ θ : g ∈ G → θ(g) ãðóï-
ïû G (ãäå θ(g) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé âåùåñòâåííîé óíêöèè f íà G óíêöèþ
θ(g)(f) := f ◦lg−1 ), îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êàæäîå èç íèõ ýêâèâàëåíòíî r. ×èñëî
kr ðàâíî dr , dr/2 èëè dr/4 â çàâèñèìîñòè îò òèïà íåïðèâîäèìîãî âåùåñòâåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ (òåîðåìà 3.57 â [7℄): Um , rVn èëè rc
′Wp ñîîòâåòñòâåííî, ãäå Um ,
Vn , Wp  íåêîòîðûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàä R , C , H ñîîòâåòñòâåí-
íî, à r , rc′  îïåðàöèè îâåùåñòâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé (ñì. [7, ï. 3.5℄). Âûáèðàÿ
äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâèòåëÿ r êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðèâîäèìûõ
âåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñè-
òåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈·, ·〉 íà L2(G, dg) áàçèñ èç krdr
óíêöèé â Mr, ïîëó÷èì ïîëíóþ â L
2(G, dg) îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó (èç
ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà ∆).
Ñëåäñòâèå 1.1. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî
êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ ðàâíà∑
r:λr=λ
krdr, (1)
ãäå r ïðîáåãàåò âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè G , îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1, äàííîå â [1℄, èñïîëüçóåò â òîì ÷èñëå óïîìÿíóòûå
âî ââåäåíèè ðåçóëüòàòû èç êíèã [5℄ è [6℄. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå â [1℄ ðåçóëüòàòû
ïîçâîëÿþò îáîéòèñü áåç ýòîãî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü LR  êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà-
ìè L := {lg, g ∈ G} è R := {rg, g ∈ G}. Âñëåäñòâèå áèèíâàðèàíòíîñòè ìåòðèêè ν è
èíâàðèàíòíîñòè îïåðàòîðà ∆ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà
(G, ν) (êîíå÷íîìåðíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ ⊂ L2(G, dg) âñåõ (ãëàäêèõ) âåùåñòâåí-
íûõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà ∆ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ðàñêëàäûâà-
åòñÿ â ïðÿìóþ îðòîãîíàëüíóþ LR -èíâàðèàíòíóþ ñóììó
Vλ := ⊕n(λ)l=1 Vλ,l
LR -íåïðèâîäèìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èçîìåò-
ðèÿ s ïðîñòðàíñòâà (G, ν) äåéñòâóåò íà f ∈ Vλ ïî îðìóëå s(f) = f ◦ s−1.
Äàëåå â òåîðåìå 4.2 èç [1℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ïðÿìîé îðòîãîíàëüíîé
θ -èíâàðèàíòíîé ñóììû
Vλ,l := ⊕k(λ,l)i=1 Eλ,l,i
θ -íåïðèâîäèìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èíäóöèðîâàííûå ïîñðåäñòâîì θ íà êàæäîì ñëà-
ãàåìîì Eλ,l,i äåéñòâèÿ θλ,l,i ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû (òàê ÷òî Eλ,l,i èìåþò îäíó è òó
æå ðàçìåðíîñòü dλ,l , à θλ,l,i ìîæíî îáîçíà÷èòü ïðîñòî ÷åðåç θλ,l ), è k(λ, l) ≤ dλ,l.
Ïðè ýòîì Vλ,l ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Mθλ,l ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ θλ,l . Êàê ñëåäñòâèå, (íåïðèâîäèìûå) ïðåäñòàâëåíèÿ θλ,l è θλ,l′ íå ýêâèâà-
ëåíòíû, åñëè l 6= l′ , òàê êàê õàðàêòåðû ýòèõ äâóõ ïðåäñòàâëåíèé χ(θλ,l) , χ(θλ,l′) ,
ñîäåðæàùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî â Mθλ,l = Vλ,l, Mθλ,l′ = Vλ,l′ , áóäóò îðòîãîíàëüíû.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå r :
G → SO(dr) ýêâèâàëåíòíî îäíîìó èç ïðåäñòàâëåíèé âèäà θλ,l. Èíà÷å, ïîëüçóÿñü
ëåììîé Øóðà [8, ñ. 224℄, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó îðìóëû (6) èç òåîðåìû 29
â [8℄ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (r(g))st, g ∈ G,
1 ≤ s, t ≤ dr ïðåäñòàâëåíèÿ r îðòîãîíàëåí ëþáîìó ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó ïðåä-
ñòàâëåíèÿ θλ,l ïðè âñåõ (λ, l). Íî ñîáñòâåííûå óíêöèè îïåðàòîðà ∆ îáðàçóþò
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ïîëíóþ ñèñòåìó â L2(G, dg) (ñì. [1℄). Òîãäà èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäîâàëî áû, ÷òî
âñå óíêöèè (r(g))st, g ∈ G, 1 ≤ s, t ≤ dr òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, ÷åãî íå
ìîæåò áûòü.
Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ âñÿêîé êîìïàêòíîé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ïðîñòîé
ãðóïïû Ëè G ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðèâî-
äèìûìè ëèíåéíûìè âåùåñòâåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè r ãðóïïû G è íåïðèâîäè-
ìûìè ëèíåéíûìè âåùåñòâåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ρ åå êàñàòåëüíîé àëãåáðû
Ëè g. Ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëîé ρ = dr (e).
Îïðåäåëåíèå 1.1. Áèëèíåéíàÿ (ñèììåòðè÷íàÿ) îðìà kρ íà àëãåáðå Ëè g ,
çàäàííàÿ îðìóëîé
kρ(u, v) = trace (ρ(u)ρ(v)), u, v ∈ g,
íàçûâàåòñÿ îðìîé, àññîöèèðîâàííîé ñ ïðåäñòàâëåíèåì ρ . Ôîðìà kad, ãäå
ad (u)(v) := [u, v]  ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g , íàçûâàåòñÿ îð-
ìîé Êèëëèíãà àëãåáðû Ëè g.
Çàìå÷àíèå 1.1. Êîìïàêòíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè G ïðîñòà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà àëãåáðà Ëè g ïðîñòà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåïðèâîäèìîñòè ïðèñîåäè-
íåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ad . Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî íåíóëåâîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ρ àëãåáðû Ëè g îðìà kρ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è ïðîïîðöèîíàëüíà
ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ν.
Òåîðåìà 1.2 [1, òåîðåìà 3.3℄. Åñëè (G, ν)  ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ïðîñòàÿ
m-ìåðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν , òî â óñëîâèÿõ è
îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1.1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
λrν(e) =
m
dr
kρ, (2)
ãäå ρ = dr (e).
Ïðåäëîæåíèå 1.2. Åñëè (G, ν)  ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ïðîñòàÿ m-ìåðíàÿ
ãðóïïà Ëè ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν , òî òåíçîð è÷÷è Ric ïðî-
ñòðàíñòâà (G, ν) èìååò âèä
Ric =
(
−1
4
λAd
)
ν(e). (3)
Äðóãèìè ñëîâàìè, êðèâèçíà è÷÷è ric ïðîñòðàíñòâà (G, ν) ïîñòîÿííà è ðàâíà
ric = −1
4
λAd. (4)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (3) îçíà÷àåò, ÷òî (G, ν)  ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåé-
íà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îðìóëó (4). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè äàííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K(X,Y ) ïðîñòðàíñòâà (G, ν) â íàïðàâëåíèè äâó-
ìåðíîé ïëîùàäêè, îïðåäåëÿåìîé ïàðîé {X,Y } åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ
âåêòîðîâ X,Y ∈ (g, ν(e)) = (Ge, ν(e)) , ðàâíà
K(X,Y ) =
1
4
ν(e)([X,Y ], [X,Y ]) = −1
4
ν(e)([X, [X,Y ]], Y ) = −1
4
ν(e)(ad2X(Y ), Y ).
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Êðèâèçíà è÷÷è ric(X) = Ric(X,X) â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà X ∈
∈ (g, ν(e)) ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà
m∑
i=2
K(X,Xi) , ãäå (X1 = X, X2, . . . , Xm)  ïðîèç-
âîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â (g, ν(e)). Ñëåäîâàòåëüíî,
ric(X) =
m∑
i=2
K(X,Xi) = −1
4
m∑
i=1
ν(e)(ad2X(Xi), Xi) = −1
4
kad(X,X).
Ñ ó÷åòîì îðìóëû (2) è ðàâåíñòâà dad = m ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
ric(X) = −1
4
λAdν(e)(X,X) = −1
4
λAd,
÷òî äîêàçûâàåò (4).
Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî òåîðåìó 1.2 è ïðåäëîæåíèå 1.2, ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.2 ïîëîæèòü ν(e) = −kad, òî
λAd = −1, ric = 1
4
. (5)
åçóëüòàòû èç êíèãè [2℄, ãäå äàåòñÿ êëàññèèêàöèÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ âåùå-
ñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè è óêàçûâàåòñÿ, ê êàêîìó
èç òðåõ óïîìÿíóòûõ âûøå òèïîâ îòíîñèòñÿ êàæäîå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, âìåñòå ñ
òåîðåìîé 1.1 è ïðåäëîæåíèåì 1.1 äàþò âåñüìà ýåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
÷èñåë kr , dr è λr äëÿ íåïðèâîäèìîãî âåùåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ r êîìïàêòíîé
ïðîñòîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè. Ïðèâåäåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïðåäîñòàâëÿåò ñïî-
ñîá âû÷èñëåíèÿ λr è dr ÷åðåç ñòàðøèé âåñ ïðåäñòàâëåíèÿ r , íî ïðåæäå èçëîæèì
íåîáõîäèìûå äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç [2℄.
Ý. Êàðòàí äîêàçàë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè k äîïóñ-
êàåò åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðèçìà êîìïàêòíóþ âåùåñòâåííóþ
îðìó g , ïðè÷åì g ïîëóïðîñòà, è ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ïðî-
ñòà. Îáðàòíî, åñëè g (ïîëó)ïðîñòàÿ êîìïàêòíàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè, òî
åå êîìïëåêñèèêàöèÿ k (ïîëó)ïðîñòà.
Ïîäàëãåáðà Êàðòàíà t êîìïëåêñíîé àëãåáðû k îïðåäåëÿåòñÿ êàê íèëüïîòåíòíàÿ
ïîäàëãåáðà â k , ñîâïàäàþùàÿ ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì â k . Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî àëãåáðà k ïðîñòà è t  íåêîòîðàÿ åå ïîäàëãåáðà Êàðòàíà.
Îïóñêàÿ äåòàëè, ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà Γ âñåõ êîðíåé àëãåáðû Ëè k ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà t∗ âñåõ C-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç t â
C, è t∗ ñîâïàäàåò ñ C-ëèíåéíîé îáîëî÷êîé 〈Γ〉C ìíîæåñòâà Γ . Íåêîòîðûì åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïîäñèñòåìû Γ+ ⊂ Γ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé è
Π = {α1, . . . , αl} ⊂ Γ+ ïîëîæèòåëüíûõ (ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ) ïðîñòûõ êîðíåé.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå âåùåñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â t :
t(R) = {h ∈ t | α(h) ∈ R äëÿ âñåõ α ∈ Γ}. (6)
Òîãäà t(R)  âåùåñòâåííàÿ îðìà àëãåáðû Ëè t , è 〈Γ〉R = t(R)∗ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê âåùåñòâåííîå äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê t(R) . Îãðàíè÷åíèå îðìû Êè-
ëèíãà k = kk = (·, ·) íà t(R) âåùåñòâåííî è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî, òàê ÷òî ïàðà
(t(R), (·, ·)) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : k → gl(V ) èìååòñÿ ðàçëîæåíèå
â ïðÿìóþ ñóììó âåñîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
V =
⊕
α∈Φρ
Vα,
ãäå Φρ ⊂ t(R)∗  ñèñòåìà âåñîâ äëÿ ρ, òî åñòü êîâåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâî
Vα = {v ∈ V | ρ(h)(v) = α(h)(v), h ∈ t} 6= 0.
Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî Φad = Γ ∪ {0}.
Óäîáíî ïåðåíåñòè îðìó (·, ·) íà äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî t∗. àññìîòðèì èçî-
ìîðèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ η → uη, îïðåäåëåííûé îðìóëîé
(uη, h) = η(h), h ∈ t, (7)
îí îòîáðàæàåò t(R)∗ íà t(R). Òåïåðü ìû îïðåäåëÿåì íåâûðîæäåííóþ îðìó íà t∗
ïî îðìóëå
(η, µ) = (uη, uµ) = η(uµ) = µ(uη), η, µ ∈ t∗. (8)
Ýòà îðìà âåùåñòâåííà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà t(R)∗. Îïðåäåëèì òàêæå
âåêòîð
hα =
2
(α, α)
uα
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî α ∈ t(R)∗. Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðû hα, α ∈ Γ íàçûâàþòñÿ
êîêîðíÿìè . Ïóñòü hi = hαi , i = 1, . . . , l. Òîãäà ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà t(R), à ëèíåéíûå îðìû ̟1, . . . , ̟l, ñîñòàâëÿþùèå äóàëüíûé áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà t(R)∗, íàçûâàþòñÿ óíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè.
Ñòàðøèé âåñ Λ ∈ Φρ íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ êîìïëåêñ-
íîé ïðîñòîé àëãåáðû Ëè k ìîæíî îïðåäåëèòü óñëîâèåì, ÷òî âñÿêèé âåñ ω ∈ Φρ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Λ − αi1 − · · · − αij , ãäå j ≥ 0 è 1 ≤ im ≤ l, åñëè
1 ≤ m ≤ j. Èçâåñòíî, ÷òî òîãäà Λ =
l∑
i=1
Λi̟i, ãäå Λi = Λ(hi) ∈ Z è Λi ≥ 0 äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , l. Îáðàòíî, âñÿêèé ýëåìåíò Λ ∈ t(R)∗ ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè ÿâëÿåòñÿ ñòàð-
øèì âåñîì íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè k .
Ïðè ýòîì íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè k ñ òî÷íîñòüþ äî
ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñòàðøèì âåñîì Λ .
Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü k  êîìïëåêñíàÿ îáîëî÷êà âåùåñòâåííîé ïðîñòîé
àëãåáðû Ëè g . Òîãäà îãðàíè÷åíèå ρ
∣∣
g êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ëèíåé-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ àëãåáðû Ëè k â ïðîñòðàíñòâå V íà àëãåáðó Ëè g îïðåäåëÿ-
åò íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g ρ0 . Ïðè ýòîì êëàññ
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòàðøèì âåñîì Λ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ .
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ0 âåùåñòâåííîãî è êâàòåðíèîííîãî òèïîâ âåðíî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå. Ïðåäñòàâëåíèþ ρ0 êîìïëåêñíîãî òèïà îòâå÷àþò äâà ðàçëè÷íûõ
ñòàðøèõ âåñà Λ è Λ′ .
Òåîðåìà 1.3 [1, òåîðåìà 5.2℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áèèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà
ìåòðèêà ν íà êîìïàêòíîé îäíîñâÿçíîé (ñâÿçíîé) ãðóïïå Ëè G = Gm îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ν(e) = −kad (ìèíóñ îðìîé Êèëëèíãà) íà g . Ïóñòü
çàäàíî íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå r : G → GL(dr,R)
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ãðóïïû Ëè G, ρ0 = dr(e) : g → gl(dr,R)  ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðèçì êà-
ñàòåëüíûõ àëãåáð Ëè (òî åñòü âåùåñòâåííîå íåïðèâîäèìîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå àëãåáðû Ëè g), ÿâëÿþùååñÿ îãðàíè÷åíèåì íà g íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìî-
ãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè àëãåáðû Ëè g ñî ñòàð-
øèì âåñîì Λ. Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà
∆ íà (G, ν) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà
λr = −[(Λ + β,Λ + β)− (β, β)], (9)
ãäå
β =
1
2
∑
α∈Γ+
α, (10)
à
dr = dim ρ0(Λ) =
∏
α∈Γ+
(
(Λ, α)
(β, α)
+ 1
)
=
∏
α∈Γ+
(Λ + β, α)
(β, α)
, (11)
åñëè ρ0 èìååò âåùåñòâåííûé òèï, è
dr = dim ρ0(Λ) = 2
∏
α∈Γ+
(
(Λ, α)
(β, α)
+ 1
)
(12)
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Åñëè ν(e) = −γkad , òî âñå ÷èñëà â îðìóëå (9) íóæíî óìíîæèòü íà 1/γ ,
à âñå îñòàëüíîå îñòàâèòü áåç èçìåíåíèé.
Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü G  êîìïàêòíàÿ îäíîñâÿçíàÿ (ñâÿçíàÿ) ïðîñòàÿ ãðóïïà
Ëè ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν = −γkad . Òîãäà êðàòíîñòü ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà λ ëàïëàñèàíà ∆ íà (G, ν) ðàâíà
∑
Λ: λ(Λ)=γλ
∏
α∈Γ+
(
(Λ, α)
(β, α)
+ 1
)2
, (13)
ãäå λ(Λ) åñòü ïðàâàÿ ÷àñòü îðìóëû (9) , à Λ ïðîáåãàåò âñå ñòàðøèå âåñà íåïðè-
âîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè àëãåáðû Ëè g ãðóïïû
Ëè G , óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó λ(Λ) = γλ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ
ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà
∑
r:λr=λ
krdr =
∑
Λ: λ(Λ)=λ
∏
α∈Γ+
(
(Λ, α)
(β, α)
+ 1
)2
. (14)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (14) äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ðàâíûõ ãðóïï ñëàãàåìûõ ýòèõ ñóìì.
àññìîòðèì r  ýëåìåíò êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè G . Èç òåîðåìû 3.57 êíèãè [7℄ ñëåäóåò, ÷òî r ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì îäíîãî èç òèïîâ: Um , rVn èëè rc
′Wp . Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 ïîëó-
÷àåì èñêîìîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ãðóïï ñëàãàåìûõ ðàâåíñòâà (14).
1. Ñëàãàåìîìó krdr , ãäå r èìååò òèï Um , ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå êîìïëåêñ-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ñ íåêîòîðûì ñòàðøèì âåñîì Λ . Èç òåîðåì 1.1 è 1.3 ñëåäóåò, ÷òî
krdr = d
2
r =
∏
α∈Γ+
(
(Λ, α)
(β, α)
+ 1
)2
,
22 Â.Í. ÁÅÅÑÒÎÂÑÊÈÉ, Â.Ì. ÑÂÈÊÈÍ
÷òî ñîâïàäàåò ñî ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14), îòâå÷àþùèì ñòàðøåìó
âåñó Λ .
2. Ñëàãàåìîìó krdr , ãäå r èìååò òèï rVn , ñîîòâåòñòâóþò äâà íåïðèâîäèìûõ
êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíûõ ðàçìåðíîñòåé ñî ñòàðøèìè âåñàìè Λ è Λ′ .
Ïðè ýòîì λ(Λ) = λ(Λ′) [1℄. Èç òåîðåì 1.1 è 1.3 ñëåäóåò, ÷òî
krdr =
d2r
2
= 2
∏
α∈Γ+
(
(Λ, α)
(β, α)
+ 1
)2
,
÷òî ñîâïàäàåò ñ ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14), îòâå÷àþùèõ
ñòàðøèì âåñàì Λ è Λ′ .
3. Ñëàãàåìîìó krdr , ãäå r èìååò òèï rc
′Wp , ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå êîì-
ïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ñî ñòàðøèì âåñîì Λ . Èç òåîðåì 1.1 è 1.3 ñëåäóåò, ÷òî
krdr =
d2r
4
=
∏
α∈Γ+
(
(Λ, α)
(β, α)
+ 1
)2
,
÷òî ñîâïàäàåò ñî ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14), îòâå÷àþùèì ñòàðøåìó
âåñó Λ .
Ñëåäñòâèå 1.3. Ñïåêòðû ëàïëàñèàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ êîìïëåêñíûõ è âåùå-
ñòâåííûõ óíêöèé íà êîìïàêòíîé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ïðîñòîé ãðóïïå Ëè G
ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ñîâïàäàþò.
Èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèì âåñîì ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ad êîìïëåêñíîé
îáîëî÷êè àëãåáðû Ëè g ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî âûñîòå (ñóììå êîìïîíåíò ðàç-
ëîæåíèÿ íà ïðîñòûå êîðíè) êîðåíü, îáîçíà÷àåìûé â [9℄ êàê α˜ . Íà îñíîâàíèè
òåîðåì 1.1, 1.3, 1.4 è ñëåäñòâèÿ 1.2 ñîðìóëèðóåì ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà
ëàïëàèàíà ãðóïïû Ëè G ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, ïðåäïîëàãàÿ
èñïîëüçîâàíèå òàáë. IIX èç [9℄ (â êîòîðûõ ρ îáîçíà÷àåò âåêòîð β ).
Ñëåäñòâèå 1.4. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëàïëàèàíà îäíîñâÿçíîé êîìïàêò-
íîé ïðîñòîé ãðóïïû Ëè G ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν ñ óñëîâèåì
ν(e) = −γkad íóæíî:
1) âû÷èñëèòü âûðàæåíèå b = 〈α˜+β, α˜+β〉− 〈β, β〉 , ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îòíîñè-
òåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈·, ·〉 (íà t(R)) âåêòîðû εi èç ñîîòâåòñòâóþùåé
òàáëèöû â [9℄ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è åäèíè÷íû, ãäå α˜  ñòàðøèé (ìàêñèìàëü-
íûé) êîðåíü;
2) âçÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·) = 1
b
〈·, ·〉 ;
3) íàéòè óíäàìåíòàëüíûå âåñà ̟1, . . . , ̟l àëãåáðû Ëè g ãðóïïû Ëè G (åñëè
g èìååò ðàíã l ) ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöå èç [9℄;
4) äëÿ êàæäîãî ñòàðøåãî âåñà Λ =
l∑
i=1
Λi̟i, ãäå Λi ∈ Z è Λi ≥ 0, âû÷èñëèòü
ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) îïåðàòîðà Ëàïëàñà, îòâå÷àþùåå ñòàðøåìó âåñó Λ , ïî
îðìóëå (9) , äåëåííîé íà γ .
5) äëÿ êàæäîãî ñòàðøåãî âåñà Λ âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü d(Λ+β) íåïðèâîäè-
ìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè àëãåáðû Ëè g ñî ñòàð-
øèì âåñîì Λ , ïðèìåíÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü îðìóëû (11) ;
6) íàéòè êðàòíîñòü σ(λ) êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ , ïðèìåíÿÿ îð-
ìóëó (13) .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñïåêòð Spec (G, ν) .
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Çàìå÷àíèå 1.2. Â îðìóëàõ (11) è (13), ïðèìåíÿåìûõ â ï. 5) è ï. 6) ñëåäñòâèÿ
1.4, âìåñòî (·, ·) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå ïðîïîðöèîíàëüíîå åìó ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå, â ÷àñòíîñòè 〈·, ·〉 èç ï. 1) ñëåäñòâèÿ 1.4.
Íèæå, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1.4, íàéäåì ñïåêòðû ãðóïï SU(3) , Spin(5) è G2 .
2. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ãðóïïû SU(3)
ðóïïå SU(3) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà êîðíåé A2 . Ïðèìåíÿåì òàáë. I èç [9℄. Ïðî-
ñòûå êîðíè èìåþò âèä: {α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3}; α˜ = β = α1 + α2 = ε1 − ε3 .
1) b = 〈α˜+ β, α˜+ β〉 − 〈β, β〉 = 3〈α˜, α˜〉 = 6 = 3!
2) (·, ·) = 1
6
〈·, ·〉.
3) Ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà èìåþò âèä: {̟1 = (2ε1 − (ε2 + ε3))/3, ̟2 = (ε1 + ε2 − 2ε3)/3} .
Óäîáíî ðàáîòàòü ñ óíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè. Íàõîäèì, ÷òî
α1 = 2̟1 −̟2, α2 = 2̟2 −̟1, α˜ = β = ̟1 +̟2,
(̟1, ̟1) =
1
6
· 2
3
, (̟1, ̟2) =
1
6
· 1
3
, (̟2, ̟2) =
1
6
· 2
3
.
Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 , ãäå Λ1,Λ2 ∈ Z è Λ1,Λ2 ≥ 0 . Òîãäà
Λ+ β = (Λ1 + 1)̟1 + (Λ2 + 1)̟2 = ν1̟1 + ν2̟2,
ãäå
ν1 = Λ1 + 1, ν2 = Λ2 + 1, ν1, ν2 ∈ N.
4) Íàéäåì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ(Λ) , ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàðøåìó âåñó Λ , ðàç-
äåëèâ íà γ ïðàâóþ ÷àñòü îðìóëû (9):
λ(Λ) = − 1
6γ
[〈Λ + β,Λ+ β〉 − 〈β, β〉] =
= − 1
6γ
[〈ν1̟1 + ν2̟2, ν1̟1 + ν2̟2〉 − 〈̟1 +̟2, ̟1 +̟2〉] =
= − 1
6γ
(
2
3
ν21 +
2
3
ν1ν2 +
2
3
ν22 − 2
)
= − 1
9γ
[
(ν21 + ν1ν2 + ν
2
2)− 3
]
.
Òàêèì îáðàçîì,
λ(Λ) = − 1
9γ
[
(ν21 + ν1ν2 + ν
2
2 )− 3
]
. (15)
5) Òåïåðü âû÷èñëèì ðàçìåðíîñòü d(Λ + β) ïðåäñòàâëåíèÿ ρ(Λ) , îòâå÷àþùåãî
ñòàðøåìó âåñó Λ , ïî îðìóëå (11):
d(Λ + β) =
(ν1̟1 + ν2̟2, 2̟1 −̟2)
(̟1 +̟2, 2̟1 −̟2) ·
(ν1̟1 + ν2̟2, 2̟2 −̟1)
(̟1 +̟2, 2̟2 −̟1) ×
× (ν1̟1 + ν2̟2, ̟1 +̟2)
(̟1 +̟2, ̟1 +̟2)
,
ñëåäîâàòåëüíî,
d(Λ + β) =
1
2
ν1ν2(ν1 + ν2). (16)
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6) Ïðèìåíÿÿ îðìóëó (13) è ïîëó÷åííûå äî ýòîãî ðåçóëüòàòû, íàõîäèì
σ(λ) =
1
(2!)2
∑
ν2+νη+η2=3−9γλ;
ν,η∈N
[νη(ν + η)]2. (17)
Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî
−2/(9γ) è ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû Ëè
SU(3) ñî ñòàðøèìè âåñàìè ̟1 è ̟2. àçìåðíîñòè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíû 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −2/(9γ) ðàâíà 32 + 32 = 18.
3. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ãðóïïû Spin(5) = Sp(2)
ðóïïå Spin(5) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà êîðíåé B2 . Ïðèìåíÿåì òàáë. II èç [9℄.
Ïðîñòûå êîðíè èìåþò âèä: {α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2}; α˜ = α1 + 2α2 = ε1 + ε2 .
Äîïîëíèòåëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü α = α1+α2 = ε1. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé ðàâíà 2β = 3ε1 + ε2, òàê ÷òî β =
1
2
(3ε1 + ε2), α˜+ β =
1
2
(5ε1 + 3ε2).
1) b = 〈α˜+ β, α˜+ β〉 − 〈β, β〉 = 6 = 3!
2) (·, ·) = 1
6
〈·, ·〉.
3) Ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà èìåþò âèä: {̟1 = ε1, ̟2 = (ε1 + ε2)/2}.
Âìåñòî ̟1 áóäåì èñïîëüçîâàòü ω = ̟1 −̟2 = (ε1 − ε2)/2 . Òîãäà
(ω, ω) =
1
6
· 1
2
, (ω,̟2) = 0, (̟2, ̟2) =
1
6
· 1
2
,
α1 = 2ω, α2 = ̟2 − ω, α = ̟2 + ω, α˜ = 2̟2, β = ω + 2̟2.
Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 , ãäå Λ1,Λ2 ∈ Z è Λ1,Λ2 ≥ 0 . Òîãäà
Λ+ β = (Λ1 + 1)ω + (Λ1 + Λ2 + 2)̟2 = ξ1ω + ξ2̟2,
ãäå
ξ1 = Λ1 + 1, ξ2 = Λ1 + Λ2 + 2, ξ1, ξ2 ∈ N, ξ2 > ξ1.
4) Äàëåå,
λ(Λ) = − 1
6γ
(〈ξ1ω + ξ2̟2, ξ1ω + ξ2̟2〉 − 〈ω + 2̟2, ω + 2̟2〉) = −1
6
· 1
2γ
(ξ21 + ξ
2
2 − 5).
Òàêèì îáðàçîì,
λ(Λ) = − 1
12γ
(ξ21 + ξ
2
2 − 5). (18)
5) Èìååì:
d(Λ + β) =
(ξ1ω + ξ2̟2, 2ω)
(2̟2 + ω, 2ω)
· (ξ1ω + ξ2̟2, ̟2 − ω)
(2̟2 + ω,̟2 − ω) ×
× (ξ1ω + ξ2̟2, ̟2 + ω)
(2̟2 + ω,̟2 + ω)
· (ξ1ω + ξ2̟2, 2̟2)
(2̟2 + ω, 2̟2)
,
ñëåäîâàòåëüíî,
d(Λ + β) =
1
3!
ξ1ξ2(ξ2 − ξ1)(ξ1 + ξ2). (19)
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6) Íàêîíåö, âû÷èñëÿåì
σ(λ) =
1
(3!)2
∑
ξ2+η2=5−12γλ;
ξ,η∈N, ξ>η
[ξη(ξ − η)(ξ + η)]2. (20)
Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî −5/(12γ) è ñî-
îòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè Spin(5) ñî
ñòàðøèì âåñîì ̟2. àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 4. Ñëåäîâàòåëüíî,
êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −5/(12γ) ðàâíà 42 = 16.
4. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ãðóïïû G2
ðóïïå G2 ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà êîðíåé G2 . Ïðèìåíèì òàáë. IX èç [9℄.
Ïðîñòûå êîðíè èìåþò âèä: {α1 = ε1− ε2, α2 = −2ε1+ ε2+ ε3}; α˜ = ̟2 = −ε1−
− ε2 + 2ε3 . Îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè èìåþò âèä:
α1 + α2 = −ε1 + ε3, ̟1 = 2α1 + α2 = −ε2 + ε3, 3α1 + α2 = ε1 − 2ε2 + ε3.
Êðîìå òîãî,
β = −ε1 − 2ε2 + 3ε3, α˜+ β = ̟2 − ε1 − 2ε2 + 3ε3 = −2ε1 − 3ε2 + 5ε3.
1) b = 〈α˜+ β, α˜+ β〉 − 〈β, β〉 = 4!
2) (·, ·) = 1
4!
〈·, ·〉.
3) Ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà óêàçàíû âûøå.
Âìåñòî ̟2 áóäåì èñïîëüçîâàòü ω = ̟2 −̟1 = −ε1 + ε3 = α1 + α2 . Òîãäà
(̟1, ̟1) =
2
4!
, (ω,̟1) =
1
4!
, (ω, ω) =
2
4!
,
α1 = ̟1 − ω, α2 = −̟1 + 2ω, α1 + α2 = ω, 2α1 + α2 = ̟1,
3α1 + α2 = 2̟1 − ω, α˜ = 3α1 + 2α2 = ̟1 + ω, β = 2̟1 + ω.
Ïóñòü Λ = Λ1̟1 + Λ2̟2 , ãäå Λ1,Λ2 ∈ Z è Λ1,Λ2 ≥ 0 . Òîãäà
Λ+ β = (Λ1 + Λ2 + 2)̟1 + (Λ2 + 1)ω = ν1̟1 + ν2ω,
ãäå
ν1 = Λ1 + Λ2 + 2, ν2 = Λ2 + 1, ν1, ν2 ∈ N, ν1 > ν2.
4) Ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(Λ) èìååò âèä
λ(Λ) = − 1
γ
[(Λ + β,Λ+ β) + (β, β)] = − 1
γ
[(ν1̟1 + ν2ω, ν1̟1 + ν2ω)− (β, β)],
ñëåäîâàòåëüíî,
λ(Λ) = − 1
12γ
(ν21 + ν1ν2 + ν
2
2 − 7). (21)
5) Âû÷èñëÿåì ðàçìåðíîñòü d(Λ + β) . Èìååì:
d(Λ + β) =
(ν1̟1 + ν2ω,̟1 − ω)
(2̟1 + ω,̟1 − ω) ·
(ν1̟1 + ν2ω, 2ω −̟1)
(2̟1 + ω, 2ω −̟1) ·
(ν1̟1 + ν2ω, ω)
(2̟1 + ω, ω)
×
× (ν1̟1 + ν2ω,̟1)
(2̟1 + ω,̟1)
· (ν1̟1 + ν2ω, 2̟1 − ω)
(2̟1 + ω, 2̟1 − ω) ·
(ν1̟1 + ν2ω,̟1 + ω)
(2̟1 + ω,̟1 + ω)
,
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îòêóäà
d(Λ + β) =
1
5!
(ν1 − ν2)ν2(ν1 + 2ν2)(2ν1 + ν2)ν1(ν1 + ν2). (22)
6) Êðàòíîñòü ðàâíà
σ(λ) =
1
(5!)2
∑
ν2+νη+η2=7−12γλ;
ν,η∈N,η>ν
[νη(ν + η)(η − ν)(ν + 2η)(2ν + η)]2. (23)
Íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà ðàâíî −1/(2γ) è ñîîò-
âåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè G2 ñî ñòàðøèì
âåñîì ̟1. àçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 7. Ñëåäîâàòåëüíî, êðàòíîñòü
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −1/(2γ) ðàâíà 72 = 49.
5. àçìåðíîñòü, äèàìåòð è ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè
Ïðåäëîæåíèå 1.2 ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ îäíà èç ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ âåëè÷èí ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, êðèâèçíà è÷÷è ric , ïðÿìî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ñïåêòð ëàïëàñèàíà. Èçâåñòíî, ÷òî ýòî âåðíî òàêæå äëÿ ðàçìåðíîñòè è îáúåìà.
Ïîýòîìó óìåñòíî ïðèâåñòè çäåñü äàííûå î òðåõ äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîîáðàçèé, à èìåííî, ðàçìåðíîñòè dim , äèàìåòðå diam è ðà-
äèóñå èíúåêòèâíîñòè i . Â ñòàòüÿõ [10, 11℄ âû÷èñëåíû diam è i äëÿ êîìïàêòíûõ
íåïðèâîäèìûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ÿâëÿþùèõñÿ ýéíøòåéíîâûìè ìíîãî-
îáðàçèÿìè) â ñëó÷àå ric = 1/2 . Âñÿêàÿ ãðóïïà Ëè G ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé ν ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, íåïðèâîäèìûì, åñëè ãðóïïà
Ëè G ïðîñòàÿ. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [10℄ è ïðèìåíÿÿ ïåðåíîðìèðîâêó ìåòðèêè è
ñëåäñòâèå 1.2, ëåãêî íàõîäèì diam è i äëÿ òðåõ ðàññìîòðåííûõ ãðóïï Ëè â ñëó÷àå,
êîãäà ν(e) = −kad. Êàê èçâåñòíî, dim(G) = dim(g) ðàâíî ñóììå ðàíãà è ÷èñëà âñåõ
êîðíåé àëãåáðû Ëè g . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:
I. SU(3) : dim = 8, diam = 4π, i = 2
√
3π.
II. Spin(5) : dim = 10, diam = 2
√
6π, i = 2
√
3π.
III. G2 : dim = 14, diam =
8√
3
π, i = 4π.
6. Ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè è íîâûå âîïðîñû
Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ìû ïîëíîñòüþ ðåøèëè çàäà÷ó î ñïåêòðå ëàïëàñèàíà
(äëÿ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ óíêöèé) íà êîìïàêòíûõ îäíîñâÿçíûõ ïðîñòûõ
ãðóïïàõ Ëè G ðàíãà äâà ñ äàííîé áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν . Áîëåå
ãëóáîêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê. Ïðè ðåøåíèè óêàçàííîé çàäà÷è ìû
äîëæíû ïîñëåäîâàòåëüíî (è ðåàëüíî!) ðåøèòü ñëåäóþùèå ÷àñòíûå çàäà÷è.
1) ßâëÿåòñÿ ëè äàííîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî λ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëàïëà-
ñèàíà?
2) Åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ñòàðøèå âåêòîðà Λ òàêèå, ÷òî
λ(Λ) = λ. (24)
3) Äëÿ êàæäîãî (èçâåñòíîãî) Λ èç ï. 2) íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü
d(Λ + β) .
4) Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíû çàäà÷è 1) è 2), íóæíî âû÷èñëèòü êðàòíîñòü σ(λ)
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ .
5) Êðîìå òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî â ï. 2 ìû íàøëè âñå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (24), âåñüìà æåëàòåëüíî çàðàíåå çíàòü ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé.
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Èç ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ ÿñíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è 3) íå âûçûâàåò íè-
êàêèõ çàòðóäíåíèé. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî óíêöèÿ d(·) , îïðåäåëåííàÿ íà t(R) ,
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ óíêöèé; ÷èñëî ëèíåéíûõ ñîìíîæèòåëåé ðàâíî
÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé; óíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà êàæäîé ïðÿìîé, îðòîãî-
íàëüíîé îäíîìó èç ýòèõ êîðíåé; ïðè ýòîì çíà÷åíèå d(α˜ + β) ðàâíî ðàçìåðíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû Ëè g . Ýòèìè óñëîâèÿìè óíêöèÿ d(·) îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò åå âû÷èñëåíèå. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñ çàìåíîé
ïðÿìûõ íà ãèïåðïëîñêîñòè âåðíû äëÿ âñåõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè.
ßñíî, ÷òî íèêòî íå áóäåò ïðåäúÿâëÿòü íàì ÿâíî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (24),
òàê ÷òî ìû íå áóäåì îáñóæäàòü çàäà÷ó 4). Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ çàäà÷è 2).
Êîíå÷íî, åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, èìåëî áû ñìûñë íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé
ñâåðõçàäà÷è, êîòîðàÿ ñíèìàëà áû âñå ïðåäûäóùèå âîïðîñû:
6) Íàéòè êðàòíîñòü σ(λ), íå çíàÿ ðåøåíèé çàäà÷ 1) è 2).
Ìû íå çíàåì ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà, è, ñêîðåå âñåãî, åãî è íå ñóùåñòâóåò.
Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îñòàâøèåñÿ äâå çàäà÷è, à èìåííî çàäà÷è 1) è 5).
Â ÷àñòíîñòè, áóäóò äàíû ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1) äëÿ âñåõ èçó÷àåìûõ ãðóïï
è çàäà÷è 5) äëÿ ãðóïïû Spin(5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èçâåñòíî ðåøåíèå îñíîâ-
íîãî âîïðîñà òåîðèè ÷èñåë: âîïðîñà î ðàçëîæåíèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè. Ïðàâäà, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî îòñóòñòâèå ïðàêòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè òà-
êîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ (î÷åíü) áîëüøèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí
ñóùåñòâîâàíèÿ íàóêè êðèïòîãðàèè è åå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.
Ñðåäñòâà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1) è 5) äàþò èìåþùèåñÿ â òåîðèè ÷èñåë êëàññè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:
7) Çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çíà÷åíèÿìè ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûõ (áèíàðíûõ) öåëûõ êâàäðàòè÷íûõ îðì íà öåëî÷èñëåííûõ äâóìåðíûõ
âåêòîðàõ.
Äî òîãî êàê ïðèìåíèòü ýòè ñðåäñòâà, íåîáõîäèìî äàòü èòîãîâóþ îðìóëèðîâêó
ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ òðåõ ðàçäåëîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñàìè 1) è 5), è íà îñíîâà-
íèè ýòîãî êîíêðåòíî ñîðìóëèðîâàòü âîçíèêàþùèå âàðèàíòû çàäà÷è 7). Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî çàäà÷è 1) è 5) äîñòàòî÷íî ðåøèòü â ñëó÷àå γ = 1 (ñì. ñëåäñòâèå 1.4)
÷òî ìû è áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü.
Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü (G, ν)  îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: à) Spin(5) ,
á) SU(3) , â) G2 ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν òàêîé, ÷òî
ν(e) = −kad. Òîãäà ÷èñëî λ ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëàïëàñèàíà
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð (x, y) ñ íàòóðàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
à) x2 + y2 = 5− 12λ , y > x,
á) x2 + xy + y2 = 3− 9λ ,
â) x2 + xy + y2 = 7− 12λ , x > y.
Çàäà÷à 1) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äàí-
íîãî ÷èñëà λ ≤ 0 îïðåäåëèòü, èìååò ëè ñîîòâåòñòâóþùåå äèîàíòîâî óðàâíåíèå à),
á) èëè â) (ïðàâàÿ åãî ÷àñòü àâòîìàòè÷åñêè äîëæíà áûòü íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì
÷èñëîì k , ãäå â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ à) k ≥ 5 , á) k ≥ 3 èëè
â) k ≥ 7) íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ-âåêòîðû (x, y) , óäîâëåòâîðÿþùèå äîïîëíèòåëüíî
íåðàâåíñòâó y > x äëÿ à) è íåðàâåíñòâó x > y äëÿ â).
Çàäà÷à 5) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè òàêèå ðåøåíèÿ åñòü, òî íåîáõîäèìî
íàéòè ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé äëÿ èêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k .
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7. Öåëî÷èñëåííûå áèíàðíûå êâàäðàòè÷íûå îðìû
Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î (êëàññè÷åñêèõ) ðåøå-
íèÿõ çàäà÷è 7), ïðèìåíÿåìûõ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ
íàìè êîíêðåòíûõ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë). Ïðàêòè÷åñêè âñå
ñâåäåíèÿ äàþòñÿ ïî êíèãå Ý. Ëàíäàó [12℄. Ïîýòîìó ïàðàëëåëüíî äàåòñÿ è øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ íóìåðàöèÿ îïðåäåëåíèé, òåîðåì è ñëåäñòâèé ñîãëàñíî ýòîé êíèãå.
Îïðåäåëåíèå 7.1 [12, îïðåäåëåíèå 32℄. Åñëè a, b è c ÿâëÿþòñÿ öåëûìè
÷èñëàìè, òî âûðàæåíèå
F = F (x, y) = ax2 + bxy + cy2
íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé îðìîé, èëè äëÿ êðàòêîñòè îðìîé. Áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: F = (a, b, c) . Äèñêðèìèíàíòîì îðìû íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî d = b2 − 4ac. Ôîðìà F = (a, b, c) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè
ÍÎÄ (a, b, c) = 1 .
Âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå d ≡ 0(mod 4) èëè 1(mod 4). Ôîðìà F = (a, b, c)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a > 0 è d < 0. Äàëåå áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ãëàâíûì îáðàçîì ïðèìèòèâíûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå
îðìû. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà (x, y) ÷èñ-
ëî F (x, y) = k ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì (òî åñòü íàòóðàëüíûì) ÷èñëîì;
â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð (x, y) ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåøåíèå äèîàíòîâà óðàâíåíèÿ
F (x, y) = k äëÿ èêñèðîâàííîãî ÷èñëà k ∈ N . Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî
òàêèå ðåøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 7.2 [12, îïðåäåëåíèå 35℄. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F (x, y) = k
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà k îðìîé F (äëÿ äàííîãî öåëî÷èñ-
ëåííîãî âåêòîðà (x, y)), åñëè ÍÎÄ (x, y) = 1 , è íåñîáñòâåííûì, åñëè ÍÎÄ (x, y) >
> 1 .
Ñëåäóþùèå òåîðåìû äàþò ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà k îðìîé F−4 = x
2+y2 .
Òåîðåìà 7.1 [12, òåîðåìà 164℄. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ
k = x2 + y2 (25)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k íå èìååò íèêàêîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ñ óñëîâèåì
p ≡ 3(mod 4) , âõîäÿùåãî â åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â íå÷åòíîé
ñòåïåíè.
Òåîðåìà 7.2 [12, òåîðåìà 163℄. Äëÿ èêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k
òàêîãî, ÷òî äèîàíòîâî óðàâíåíèå (25) èìååò ðåøåíèå, ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(25) ðàâíî ó÷åòâåðåííîé ðàçíîñòè êîëè÷åñòâ (íàòóðàëüíûõ) äåëèòåëåé d ÷èñëà
k âèäà d ≡ 1(mod 4) è äåëèòåëåé d ÷èñëà k âèäà d ≡ 3(mod 4).
Åñëè
U =
(
r t
s u
)
∈ GL(2,Z)
(òî åñòü U  ìàòðèöà ñ öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè è îïðåäåëèòåëåì det(U) = ±1)
è (x, y) = (X,Y )U, òî ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
F (x, y) = F ′(X,Y ), F ′ = (a′, b′, c′) ∈ Z3.
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Îïðåäåëåíèå 7.3 [12, îïðåäåëåíèå 33℄. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðìà F =
= (a, b, c) ÿâëÿåòñÿ (ñîáñòâåííî) ýêâèâàëåíòíîé îðìå F ′ = (a′, b′, c′) , åñëè ñó-
ùåñòâóåò ìàòðèöà U ∈ GL(2,Z) (ñîîòâåòñòâåííî, U ∈ SL(2,Z)) òàêàÿ, ÷òî F
ïåðåâîäèòñÿ â F ′ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 7.3 [12, òåîðåìû 191194)℄. (Ñîáñòâåííàÿ) ýêâèâàëåíòíîñòü áè-
íàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ îðì ÿâëÿåòñÿ ðåëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì è òðàí-
çèòèâíûì îòíîøåíèåì. Åñëè îðìà F = (a, b, c) ýêâèâàëåíòíà îðìå F ′ =
= (a′, b′, c′), òî d′ = b′2 − 4a′c′ = d è aa′ > 0.
Òåîðåìà 7.4 [12, òåîðåìà 195℄. Ýêâèâàëåíòíûå îðìû ïðåäñòàâëÿþò îäíè
è òå æå ÷èñëà. Áîëåå òî÷íî, (êîíå÷íîå) êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé çàäàííîãî
÷èñëà k ∈ N îðìàìè, òî åñòü ÷èñëî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ äèîàíòîâûõ
óðàâíåíèé, îäíî è òî æå.
Òåîðåìà 7.5 [12, òåîðåìà 196℄. Êàæäûé êëàññ (ñîáñòâåííî ýêâèâàëåíòíûõ
îðì) ñîäåðæèò îðìó, äëÿ êîòîðîé
|b| ≤ |a| ≤ |c|.
Òåîðåìà 7.6 [12, òåîðåìà 198℄. Åñëè d < 0, òî êàæäûé êëàññ (ñîáñòâåííî
ýêâèâàëåíòíûõ îðì) ñîäåðæèò ðîâíî îäíó îðìó, äëÿ êîòîðîé −a < b ≤ a < c
èëè 0 ≤ b ≤ a = c.
Èç ýòèõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ ñîáñòâåííî ýêâèâàëåíòíûõ îðì
ñ èêñèðîâàííûì äèñêðèìèíàíòîì d , òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî êëàññà h(d), êîíå÷íî.
Áîëåå òîãî, òåîðåìà 198 èç [12℄ ïîçâîëÿåò, â ïðèíöèïå, âû÷èñëèòü ÷èñëî êëàññà
h(d) äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ îðì ñ d < 0 . Èç ýòîé òåîðåìû ìîæíî
íåïîñðåäñòâåííî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 7.1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ îðì h(−3) = 1 è h(−4) =
= 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå (òàê íàçûâàåìûå ñîêðàùåííûå) îðìû  ýòî F−3(x, y) =
= x2 + xy + y2 è F−4(x, y) = x
2 + y2.
Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ è òåîðåì 203 è 204 èç [12℄ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 7.7. Ïóñòü k  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, d = −3 (ñîîòâåòñòâåííî,
d = −4) è ÍÎÄ (k, d) = 1 . Òîãäà ÷èñëî ψ(k) ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà k îðìîé
F−3(x, y) = x
2 + xy + y2 (ñîîòâåòñòâåííî, F−4(x, y) = x
2 + y2 ) êîíå÷íî, è åãî
çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà
ψ(k) = w
∑
n|k
(
d
n
)
, (26)
ãäå w = 6 (ñîîòâåòñòâåííî, w = 4), n|k îçíà÷àåò, ÷òî n  äåëèòåëü ÷èñëà k , à(
d
n
)
 ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñèìâîëà Êðîíåêåðà òîëüêî äëÿ d = −3 .
Îïðåäåëåíèå 7.4. (Ñèìâîë Êðîíåêåðà) (íèæå p âñåãäà îáîçíà÷àåò ïðîñòîå
÷èñëî). Ïóñòü n  íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà
(−3
n
)
ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì
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ñìûñëå:
(−3
2
)
= −1;
(−3
p
)
= 1 (ñîîòâåòñòâåííî, −1) äëÿ p > 3, åñëè ñðàâíå-
íèå x2 ≡ −3(mod p) èìååò (ñîîòâåòñòâåííî, íå èìååò) öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ x ;(−3
n
)
=
v∏
r=1
(−3
pr
)
äëÿ n =
v∏
r=1
pr (â ÷àñòíîñòè, ðàâíî 1 äëÿ n = 1).
Òåîðåìà 7.8 [12, òåîðåìà 201℄. Ïóñòü F (x, y) = k ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
ïðåäñòàâëåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñïîñîá
âûáîðà öåëûõ ÷èñåë r, s, l , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì∣∣∣∣x ry s
∣∣∣∣ = 1,
l2 ≡ d(mod 4k), 0 ≤ l < 2k. (27)
è F ïåðåõîäèò â îðìó (k, l,m) ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
(
x r
y s
)
, ãäå m 
÷èñëî, êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ (27) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì l2 − 4km = d.
Â ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
êîòîðàÿ âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 7.1 è òåîðåì 201, 203 èç [12℄.
Òåîðåìà 7.9. Êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé
x2 + xy + y2 = k (28)
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ðàâíî óøåñòåðåííîìó êîëè÷åñòâó ðåøåíèé îòíîøåíèé
l2 ≡ −3(mod 4k), 0 < l < 2k. (29)
Â îñíîâíîì òåîðåìà 7.9 íàì èíòåðåñíà, êîãäà ÍÎÄ (k, 3) 6= 1.
Ïðåäëîæåíèå 7.1. Åñëè k = 32rm èëè k = 32r+1m , ãäå r ÿâëÿåòñÿ íàòó-
ðàëüíûì ÷èñëîì è ÍÎÄ (3,m) = 1, òî k íå èìååò ñîáñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé
îðìîé (28) . Áîëåå òîãî, ëþáîå ðåøåíèå (x, y) äèîàíòîâà óðàâíåíèÿ (28) èìååò
âèä (x, y) = 3r(X,Y ), ãäå (X,Y ) ∈ Z2 è F−3(X,Y ) = m èëè F−3(X,Y ) = 3m .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé k ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (29) ïðèíèìàåò
âèä l2 ≡ −3(mod 4(32rm)) èëè l2 ≡ −3(mod 4(32r+1m)). Òîãäà l = 3s äëÿ íåêîòî-
ðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s, è ïîëó÷àåì, ñîêðàùàÿ íà 3, ÷òî 3s2 ≡ −1(mod 4(32rm))
èëè 3s2 ≡ −1(mod 4(32rm)) , ÷òî íåâîçìîæíî. Èç òåîðåìû 7.9 ñëåäóåò, ÷òî k
íå èìååò ñîáñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îðìîé (28). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 7.9, ìîæíî
ëåãêî äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó äåëèòåëåé
â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà k .
Çàìå÷àíèå 7.1. Òåîðåìà 7.7 è ïðåäëîæåíèå 7.1 ïîêàçûâàþò, ÷òî îòâåò íà âî-
ïðîñ î ÷èñëå ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà k â îðìå (28) èçâåñòåí ïîëíîñòüþ â ñëó÷àå,
åñëè â ðàçëîæåíèå ÷èñëà k íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëî 3 âõîäèò â ÷åòíîé ñòåïå-
íè. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âñå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà k = 3m è ÍÎÄ (m, 3) = 1.
Òîãäà îòíîøåíèÿ (29) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:
l2 ≡ −3(mod 12m)), 0 < l < 6m. (30)
×èñëî øåñòü (ñîîòâåòñòâåííî, ÷åòûðå), ïîÿâëÿþùååñÿ â òåîðåìàõ 7.7 è 7.9 (ñî-
îòâåòñòâåííî, â òåîðåìàõ 7.7 è 7.2), ñâÿçàíî ñ òåì àêòîì, ÷òî öåëî÷èñëåííûå
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ðåøåòêè, îïðåäåëåííûå áàçèñîì {̟1, ̟2} äëÿ SU(3) è {̟1, ω} äëÿ G2 (ñîîòâåò-
ñòâåííî, áàçèñîì {ω,̟2} äëÿ Spin(5)), ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè øåñòèóãîëüíûìè
ðåøåòêàìè (ñîîòâåòñòâåííî, êâàäðàòíîé ðåøåòêîé), è ïîýòîìó ýòè ðåøåòêè èìåþò
öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîâîðîòíûõ ñèììåòðèé ïîðÿäêà øåñòü (ñîîòâåòñòâåííî, ÷å-
òûðå). Çàìåòèì, ÷òî åñëè k íå èìååò äåëèòåëÿ âèäà n2, ãäå n > 1, òî äèîàíòîâî
óðàâíåíèå (28) íå èìååò íåñîáñòâåííûõ ðåøåíèé.
Îòìåòèì êíèãè ïî òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ îðì [1318℄, ïîñâÿ-
ùåííûå âîïðîñàì, áëèçêèì ê ðàññìàòðèâàåìûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
8. Çàêëþ÷åíèå
Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü G = Spin(5) ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν
òàêîé, ÷òî ν(e) = −kad. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
I) ×èñëî λ ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëàïëàñèàíà íà (G, ν) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) 12λ ÿâëÿåòñÿ öåëûì (íåïîëîæèòåëüíûì) ÷èñëîì;
2) íàòóðàëüíîå ÷èñëî k = 5 − 12λ ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ
äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
II) Óòâåðæäåíèå 2) âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:
3) k íå èìååò íèêàêîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ñ óñëîâèåì p ≡ 3(mod 4) ,
âõîäÿùåãî â åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â íå÷åòíîé ñòåïåíè;
4) åñëè k = n2 èëè k = 2n2, òî äîïîëíèòåëüíî φ(k) > 1, ãäå φ(k) ðàâíî
ðàçíîñòè êîëè÷åñòâ (íàòóðàëüíûõ) äåëèòåëåé d ÷èñëà k âèäà d ≡ 1(mod 4)
è äåëèòåëåé d ÷èñëà k âèäà d ≡ 3(mod 4).
III) Ïóñòü âåðíû âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ. Òîãäà ÷èñëî ñòàðøèõ
âåêòîðîâ Λ òàêèõ, ÷òî λ(Λ) = λ , ðàâíî (φ(k) − 1)/2, åñëè k = n2 èëè k = 2n2
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n , è φ(k)/2 â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå I) ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ñîîòâåòñòâóþùåé çà-
äà÷è 1) èç ðàçä. 6. Óòâåðæäåíèÿ II) è III) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç òåîðåì 7.1
è 7.2 ñîîòâåòñòâåííî, òàê êàê ìû äîëæíû ïîäñ÷èòûâàòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå
âåêòîðû-ðåøåíèÿ (x, y) óðàâíåíèÿ (25), ëåæàùèå â ñåêòîðå y > x > 0 , à â äåêàðòî-
âûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ îðòîãîíàëüíûå îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ
x = 0 , y = 0 , y = x , y = −x äàþò äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðåøåíèÿ åùå ñåìü ðå-
øåíèé; ïðè ýòîì íóæíî îòáðîñèòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (25), ëåæàùèå íà ýòèõ
ïðÿìûõ.
Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü G = SU(3) ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν
òàêîé, ÷òî ν(e) = −kad. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
I) ×èñëî λ ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëàïëàñèàíà íà (G, ν) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) 9λ ÿâëÿåòñÿ öåëûì (íåïîëîæèòåëüíûì) ÷èñëîì;
2) íàòóðàëüíîå ÷èñëî k = 3− 9λ ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû
k = x2 + xy + y2 (31)
ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè x, y .
II) Óòâåðæäåíèå 2) âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
3à) k íå èìååò ïðîñòîãî äåëèòåëÿ 3 è íå ðàâíî êâàäðàòó íàòóðàëüíîãî
÷èñëà, 3á) ψ(k) èç îðìóëû (26) ïîëîæèòåëüíî;
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4à) k íå èìååò ïðîñòîãî äåëèòåëÿ 3 è ðàâíî êâàäðàòó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,
4á) ψ(k) > 6 ;
5à) k = 32rm äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r,m , ïðè÷åì ÍÎÄ (m, 3) =
= 1 , 5á) m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3) èëè 4) ïðè çàìåíå k íà m ;
6à) k = 32r+1m äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m è íåîòðèöàòåëüíîãî
öåëîãî ÷èñëà r , ãäå ÍÎÄ (m, 3) = 1 , 6á) ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà s è
n òàêèå, ÷òî m = sn2 è ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ l2 ≡ −3(mod 12s),
 öåëûì l , 0 < l < 6s .
III) Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå 1) è îäíî èç óñëîâèé 3) , 4) , 5) . Òîãäà ÷èñëî
ñòàðøèõ âåêòîðîâ Λ òàêèõ, ÷òî λ(Λ) = λ , ðàâíî ψ(k)/6 â ñëó÷àå 3) , (ψ(k)−6)/6
â ñëó÷àå 4) , à â ñëó÷àå 5) , ðàâíî ψ(m)/6 , åñëè m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3) , è
(ψ(m) − 6)/6 , åñëè m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå I) ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ñîîòâåòñòâóþùåé çà-
äà÷è 1) èç ðàçä. 6 äëÿ ãðóïïû G = SU(3) .
II) Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ââåäåì áàçèñ èç âåêòîðîâ α, β ñî ñêàëÿðíûìè
ïðîèçâåäåíèÿìè (α, α) = (β, β) = 1, (α, β) = 1/2. Òîãäà êâàäðàò äëèíû ëþáîãî
âåêòîðà v = xα+yβ ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè x, y ðàâåí íåîòðèöàòåëüíîìó öåëîìó
(íàòóðàëüíîìó, åñëè v 6= 0) ÷èñëó F (x, y) = x2+xy+y2. àññìîòðèì ðåøåòêó âñåõ
òàêèõ âåêòîðîâ. Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ñåêòîð x > 0 , y > 0 ýòîé ðåøåòêè, êîòî-
ðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü S . Âðàùåíèåì ýòîãî ñåêòîðà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò
íà óãëû, êðàòíûå π/3, ïîëó÷àþòñÿ âñå òî÷êè ðåøåòêè, êðîìå òî÷åê, ëåæàùèõ íà
ïðÿìûõ x = 0 , y = 0 , x = −y .
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü ñîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèé. Êàæäîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî k îáëàäàåò îäíèì èç ñâîéñòâ 3à), 4à), 5à), 6à). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì 2). Òîãäà â ñëó÷àÿõ 3à) è 4à) äîëæíî áûòü ψ(k) > 0 âñëåäñòâèå
òåîðåìû 7.7. Â ñëó÷àå 4à) íóæíî îòáðîñèòü âñå ðåøåíèÿ, ëåæàùèå íà ïðÿìûõ
x = 0 , y = 0 , x = −y . Òàêèõ ðåøåíèé ðîâíî øåñòü. Ïîýòîìó âñëåäñòâèå òåîðå-
ìû 7.7 äîëæíî áûòü ψ(k) > 6. Â ñëó÷àå 5à) âñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 7.1 âñÿêîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31) èìååò âèä (x, y) = 3r(X,Y ), ãäå (X,Y )  íàòóðàëüíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ X2 +XY + Y 2 = m. Òîãäà m èìååò âèä 3à) èëè 4à). Ïðèìåíÿÿ
óæå ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, âèäèì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è óñëîâèå 5á).
Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç óñëîâèé 3à), 4à), 5à), òî ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ
6à). Åñëè r > 0 , òî âñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 7.1 âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31)
èìååò âèä (x, y) = 3r(X,Y ), ãäå (X,Y )  íàòóðàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X2 +
+XY +Y 2 = 3m. Åñëè (X,Y )  ñîáñòâåííîå ðåøåíèå, òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 7.9
âûïîëíåíî óñëîâèå 6á) äëÿ n = 1 è s = m . Èíà÷å (X,Y ) = n(X1, Y1) ñ íàòóðàëü-
íûìè n > 1 è X1, Y1, ïðè÷åì ÍÎÄ (X1, Y1) = 1, X
2
1 +X1Y1 + Y
2
1 = s , ãäå s ∈ N
è m = sn2 . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 7.9 ê (X1, Y1) , âèäèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 6á).
Åñëè r = 0, òî äëÿ ðåøåíèÿ (x, y) ñïðàâåäëèâû ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ
(X,Y ) .
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé 3)6). Â ñëó÷àå 3)
óðàâíåíèå (31) íå èìååò ðåøåíèé âèäà (x, 0) èëè (0, y) , è âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ óêà-
çàííûõ âûøå ïîâîðîòíûõ ñèììåòðèé ðåøåòêè íåò ðåøåíèé íè íà îäíîé èç ïðÿìûõ
x = 0, y = 0, x = −y , íî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 7.7 åñòü íàòóðàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (31). Â ñëó÷àå 4), èñïîëüçóÿ ñèììåòðèè ðåøåòêè è òåîðåìó 7.7, âèäèì,
÷òî åñòü ðîâíî øåñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (31), ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ x = 0, y = 0,
x = −y , è, ñëåäîâàòåëüíî, åñòü íàòóðàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31). Â ñëó÷àå 5)
íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå (X,Y )
òàêèå, ÷òî X2 + XY + Y 2 = m. Òîãäà x2 + xy + y2 = k äëÿ (x, y) = 3r(X,Y ).
Â ñëó÷àå 6) âñëåäñòâèå òåîðåìû 7.9 ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå (X,Y ) òàêèå, ÷òî
X2 +XY + Y 2 = s. Òîãäà x2 + xy + y2 = k äëÿ (x, y) = 3rn(X,Y ).
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III) Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå 1) è îäíî èç óñëîâèé 3), 4), 5). Â ñëó÷àÿõ 3)
è 4) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè è òåîðåìó 7.7, à â ñëó÷àå 5) 
òî æå ñàìîå è äîïîëíèòåëüíî ïðåäëîæåíèå 7.1.
Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü G = G2 ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ν òà-
êîé, ÷òî ν(e) = −kad. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
I) ×èñëî λ ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëàïëàñèàíà íà (G, ν) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) 12λ ÿâëÿåòñÿ öåëûì (íåïîëîæèòåëüíûì) ÷èñëîì;
2) íàòóðàëüíîå ÷èñëî k = 7− 12λ ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû
k = x2 + xy + y2 (32)
ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè x, y , ãäå x > y .
II) Óòâåðæäåíèå 2) âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
3à) k íå èìååò ïðîñòîãî äåëèòåëÿ 3 è íå ðàâíî êâàäðàòó íàòóðàëüíîãî
÷èñëà, 3á) ψ(k) èç îðìóëû (26) ïîëîæèòåëüíî;
4à) k íå èìååò ïðîñòîãî äåëèòåëÿ 3 è ðàâíî êâàäðàòó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,
4á) ψ(k) > 6 ;
5à) k = 32rm äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r, m , ïðè÷åì ÍÎÄ (m, 3) =
= 1 , 5á) m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3) èëè 4) ïðè çàìåíå k íà m ;
6à) k = 32r+1m äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m > 1 è íåîòðèöà-
òåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà r , ãäå ÍÎÄ (m, 3) = 1 , 6á) ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå
÷èñëà s > 1 è n òàêèå, ÷òî m = sn2 , è ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ
l2 ≡ −3(mod 12s)  öåëûì l , 0 < l < 6s .
III) Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå 1) è îäíî èç óñëîâèé 3) , 4) , 5) . Òîãäà ÷èñëî
ñòàðøèõ âåêòîðîâ Λ òàêèõ, ÷òî λ(Λ) = λ , ðàâíî ψ(k)/12 â ñëó÷àå 3) , (ψ(k) −
−6)/12 â ñëó÷àå 4) , à â ñëó÷àå 5) ðàâíî ψ(m)/12 , åñëè m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
3) , è ðàâíî (ψ(m)− 6)/12 , åñëè m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàêòè÷åñêè âñå óòâåðæäåíèÿ è ðàññóæäåíèÿ èç òåîðå-
ìû 8.2 ñîõðàíÿþòñÿ. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîïîëíèòåëüíî íóæíî îòáðîñèòü
ðåøåíèÿ âèäà (x, y) , ãäå x = y èëè y > x . Èçìåíåíèÿ â îðìóëèðîâêå ñîñòîÿò â
òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ 6a) è 6á) äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m, s > 1 (ïîòîìó
÷òî óðàâíåíèå (31) äëÿ k = 3 íå èìååò ðåøåíèÿ ñ x > y ), à â óòâåðæäåíèè III)
÷èñëî 1/6 çàìåíåíî ÷èñëîì 1/12 (ïîòîìó ÷òî èç äâóõ ðåøåíèé (x, y) , ãäå x 6= y ,
ìû äîëæíû âûáðàòü òîëüêî îäíî). Ê ñèììåòðèÿì èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé
òåîðåìû íóæíî äîáàâèòü ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.
ßñíî, ÷òî óòâåðæäåíèå I) íå òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè (x, y) , ãäå x = y , åñòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31), òî k = 3n2  íàòóðàëüíûì n. Òîãäà òàêèõ ðåøåíèé íåò â
ñëó÷àÿõ 3), 4), 5). Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ II) â ýòèõ ñëó÷àÿõ è âñåãî
óòâåðæäåíèÿ III) íå èçìåíÿþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ
ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü íîâîãî óñëî-
âèÿ 6) â ñëó÷àå, êîãäà k = 32r+1m è ÍÎÄ (m, 3) = 1 , ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåð-
æäåíèÿ II). Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû,
âñå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ k = 3m. Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ñëó÷àé m = 1 íåâîçìîæåí.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå 6a). Ïóñòü åñòü (x, y)  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31)
ñ óñëîâèåì x > y . Åñëè (x, y)  ñîáñòâåííîå ðåøåíèå, òî âñëåäñòâèå òåîðåìû 7.9
âûïîëíåíî óñëîâèå 6á) äëÿ s = m è n = 1 . Èíà÷å (x, y) = n(X,Y ) ñ íàòóðàëü-
íûìè n > 1 è X > Y, ïðè÷åì ÍÎÄ (X,Y ) = 1, X2 + XY + Y 2 = 3s , ãäå s ∈ N
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è m = sn2 . Ïðè ýòîì s > 1 , òàê êàê X > Y . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 7.9 ê (X,Y ) ,
âèäèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 6á). Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñîáëþäàåòñÿ
óñëîâèå 6). Èç òåîðåìû 7.9 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî ðåøåíèÿ (X,Y )
óðàâíåíèÿ X2 + XY + Y 2 = 3s  s > 1. Ïðè ýòîì X 6= Y. Èíà÷å X = Y > 1
è (X,Y ) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ðåøåíèåì. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X > Y .
Ñëåäîâàòåëüíî, (x, y) = n(X,Y )  òðåáóåìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31).
Summary
V.N. Berestovskii, V.M. Svirkin. The Laplae Operator Spetrum on Compat Simply
Conneted Rank Two Lie Groups.
In the paper, we suggest an algorithm for alulation of the Laplae operator spetrum
for real-valued funtions dened on a ompat simply onneted simple Lie group with a bi-
invariant Riemannian metri and establish a onnetion of the Rii urvature of this metri
with the spetrum. By means of the algorithm suggested and with the use of results of the
number theory and the theory of integral binary quadrati forms, an expliit alulation of the
spetrum for all ompat simply onneted simple Lie groups of rank two is given.
Key words: Laplae operator, spetrum, group representation, Killing form, Rii
urvature.
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